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Resumen

El objetivo del presente trabajo es doble: en primer lugar, mostrar la utilidad de las medidas
de desigualdad intermedia en el analisis de la distribucion de la renta; y, en segundo lugar,
presentar las ventajas e inconvenientes de los indices intermedios existentes, de acuerdo con

las principales propiedades normativas que satisfacen.
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1. Introduccidn

Existe un amplio consenso en la literatura acerca de las propiedades que una medida de
desigualdad ha de satisfacer cuando es utilizada para comparar dos distribuciones de renta
que poseen la misma media. Basicamente se requiere que dicha medida cumpla el principio
de simetria, que garantiza la anonimidad de la medicion, y el principio de transferencias de
Pigou-Dalton, que requiere que la desigualdad disminuya cuando se trasfiere renta de un

individuo més rico hacia otro més pobre.

Ahora bien, lo habitual en la practica es que tengamos interés en comparar distribuciones de
renta cuyas medias difieren. En este escenario ¢cuando podemos decir que la desigualdad se
mantiene constante? La respuesta a esta pregunta requiere incorporar en el analisis juicios de
valor sobre los que ya no existe tanto acuerdo. Asi, algunos economistas optan por invocar el
axioma de invarianza en escala, que requiere que la desigualdad no varie cuando todas las
rentas son multiplicadas por un escalar positivo. Esta propiedad es la que caracteriza a los
indices de desigualdad relativos. Otros, por el contrario, se decantan por el axioma de
invarianza en traslacion, de tal forma que la desigualdad permanece inalterada cuando a todas
las rentas se les suma o resta una misma cantidad. Este es el caso de los indices de

desigualdad absolutos.

Ciertamente, al ser la nocion absoluta mas exigente que la relativa cuando se produce un
incremento en la renta media de la distribucion, puede ocurrir que todos los indices relativos
consistentes con el criterio de Lorenz nos indiquen que la desigualdad ha disminuido,

mientras que todas las medidas consistentes con la nocién absoluta de Lorenz apunten en la

! También se suelen exigir otras propiedades, como son las de normalizacion, continuidad, diferenciabilidad e
invarianza ante réplicas poblaciones, pero estos requisitos son de una naturaleza mas técnica.



direccion contraria. En esta situacion podriamos plantearnos dar un paso mas alla y
preguntarnos: ¢es mucho lo que ha disminuido la desigualdad relativa?; ;cuanto faltaria para
garantizar que la desigualdad absoluta también disminuyese? En otras palabras, ¢cuan lejos
estamos de la nocién absoluta y/o relativa? Este espacio determinado por las visiones
absoluta y relativa es precisamente el que nos interesa en este trabajo, ya que es el contexto

en el que tiene sentido utilizar una medida de desigualdad intermedia.

Kolm (1969, 1976) califico las visiones relativa y absoluta como derechista e izquierdista,
respectivamente, al tiempo que propuso posturas centristas acordes con nociones de
invarianza intermedias entre ambos casos extremos. Posteriormente, trabajos como los de
Bossert y Pfingsten (1990), Krtscha (1994), Seidl y Pfingsten (1997), Del Rio y Ruiz-Castillo
(2000), Zoli (2003) y Yoshida (2005) desarrollaron otras nociones de invarianza
intermedias.? Ahora bien, hasta donde sabemos, los Ginicos indices intermedios propuestos en
la literatura son los del propio Kolm (1976), Bossert y Pfingsten (1990), Krtscha (1994),

Chakravarty y Tyagarupananda (2000), Zheng (2007) y Del Rio y Alonso-Villar (2007a).

En lo que sigue se ofrece una reflexion sobre dichas nociones de invarianza asi como sobre
los indices a los que han dado lugar, discutiendo sobre sus ventajas e inconvenientes. En
particular, se muestra cuales de dichas medidas incumplen un axioma recientemente
propuesto en la literatura y que tiene una enorme trascendencia en el analisis empirico, como
es el de unit consistency (Zheng, 2007). Esta propiedad requiere que el ranking de
distribuciones de renta no dependa de la unidad monetaria utilizada. Conviene tener presente
que ésta es la principal razén por la que los indices de desigualdad relativos han sido

ampliamente utilizados en el trabajo aplicado, ya que en estos casos, no sélo el ranking, sino

2 Por su parte, Pfingsten (1986, 1988), Besley y Preston (1988) y Moyes (1992) utilizaron nociones de
desigualdad intermedias para analizar la progresividad fiscal.



también el valor del indice es independiente de la unidad de medida. Ahora bien, el uso de
medidas relativas conlleva imponer juicios de valor incompatibles con visiones mas
centristas de la desigualdad. EI axioma de unit consistency es, sin embargo, una propiedad
ordinal y, por lo tanto, menos exigente que la anterior, lo que garantiza una mayor
neutralidad. En este nuevo marco, consideramos que cualquier medida absoluta o intermedia

que verifique dicho axioma se revela como una opcién plausible para el anélisis empirico.’

2. Medidas intermedias: invarianzas lineales

El conjunto de distribuciones de renta que muestran un mismo nivel de desigualdad puede
adoptar distintas formas, dependiendo del concepto de invarianza que se utilice. En esta
seccion se presentan los planteamientos centristas que dan lugar a curvas de iso-igualdad que

son lineas rectas, dejando para la seccion siguiente las nociones no lineales.

El enfoque intermedio desarrollado por Bossert y Pfingsten (1990) (B-P), que fue
inicialmente propuesto por Pfingsten (1986), es uno de los mas mencionados en la literatura.

De acuerdo con el concepto de u -desigualdad que estos autores proponen, y dado un valor
del parametro ,ue[O, l], un indice de desigualdad intermedio debe satisfacer la siguiente
condicion:

L [X]=1, [ x+z(ux+@- 1) ]
para cualquier distribucion de rentasxe®R", tal que x+z(ux+(@-u)1")eR",

(n>2yreNR), donde 1"=(1,......,1) representa el vector unitario.

® Hasta el momento existen pocos trabajos que hayan aplicado nociones intermedias con datos reales, entre ellos
se encuentran Del Rio y Ruiz-Castillo (2001) y Atkinson y Brandolini (2004).
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Figura 1. Determinacion de la invarianzaen B-P (n=2, 4=0.25)

Por lo tanto, todas las distribuciones de renta equivalentes en desigualdad con una dada,

XeR"

++7

son aquéllas que se encuentran en la recta que pasa por dicho punto y tiene como
direccidn el vector ux+ (1— u)1" (que resulta de la combinacion convexa, dada por z, entre
el vector x y la igualdad total representada por 1").* Asi, 1,(x)=1,(y). En otras palabras, la

linea de invarianza constituye una vision intermedia entre los rayos relativos y absolutos que

pasan por x (vease la Figura 1).

Esta nocidn de invarianza ha dado lugar a varios indices. En particular, uno de los propuestos

por los mismos autores es el siguiente:

1,(x) =(1+s) 1—ll[(§+s)% 1

i1 \ X+S

* Para facilitar la comprension de la Figura 1 se ha dibujado la recta de invarianza mas larga de lo que es
realmente el caso, ya que esta recta no tiene sentido en el tramo en el que las rentas no son positivas.



1- . L,
donde s=-—# y X representa la media de la distribucion x.

7

Por otro lado, Chakravarty y Tyagarupananda (2000) (C-T) caracterizaron la familia de
indices descomponibles basados en la invarianza de B-P, y demostraron que es una
transformacion de las medidas de entropia generalizada que depende de dos

parametros £ € (0,1] y 7:

naaen it R IR

X, + S

1 X + S X + S .

- i I i , :1
nizl{x_+sn(x_+sn sioa(z.u)

Posteriormente, Zheng (2007) demostré que el indice C-T no satisface la unit consistency vy,
por lo tanto, el ranking de distribuciones de renta que se derive de la utilizacion del mismo
puede variar dependiendo de la unidad monetaria empleada para medir la renta de los
individuos. En otras palabras, dependiendo de si la renta se cuantifica en euros, ddlares o
libras los resultados pueden ser diametralmente opuestos. EI mismo problema presenta el
propio indice propuesto por B-P, tal y como apuntan Del Rio y Alonso-Villar (2007b). No es
de extrafiar que ambas familias de indices muestren este comportamiento ya que, como se
demuestra en el citado trabajo, cualquier indice de desigualdad a la B-P ha de incumplir
necesariamente la unit consistency puesto que el problema reside en su propia nocién de

invarianza.®

® El hecho de que las lineas de invarianza que pasan por las distribuciones X y AX, siendo A un escalar

positivo, no sean paralelas (véase la Figura 2 para el caso A =2) es la clave del incumplimiento de dicho
axioma.



Por otro lado, Seidl y Pfingsten (1997) y Del Rio y Ruiz-Castillo (2000) pusieron de
manifiesto que la nocion de invarianza de B-P se aproxima a la vision derechista cuando la
renta agregada de la economia aumenta, lo que no parece un comportamiento deseable en una
medida centrista. Asi, cuando duplicamos la renta, la linea de invarianza se aproxima mas al
rayo relativo de la distribucion de partida, como se recoge en la Figura 2. En otras palabras,

la direccion de la linea de invarianza va variando al aplicar un mismo valor de x a distintas

distribuciones de renta.

X2

! Linea de invarianza de 2x

Linea de invarianza de x

X1

v

Figura 2. Lineas de invarianza en B-P (n=2, £ =0.25).

Para solventar este problema Seidl y Pfingsten (1997) (S-P) propusieron un nuevo concepto
intermedio: la « -desigualdad, de tal forma que para que la desigualdad permanezca
constante, cualquier cantidad extra de renta ha de ser distribuida en proporciones fijas entre

los individuos, dadas precisamente por el vector del simplex « (al que se exige que sea



distinto de la equidad y que domine en el sentido de Lorenz a la distribucion sobre la que se
va a aplicar la nocion de invarianza). Es decir, la direccion de la linea de invarianza
permanece constante bajo este nuevo enfoque, independientemente de la distribucion en la
que se aplique. Ahora bien, este concepto de desigualdad no tiene una clara interpretacion
econdémica. Ademas, y esto es lo mas grave, la linea de invarianza correspondiente no tiene
por qué estar necesariamente en el plano definido por el rayo absoluto y relativo de la
distribucion de partida. Como consecuencia, esta nocion intermedia viola el axioma de
equidad horizontal, de tal forma que al pasar de una distribucion inicial a otra que presenta el
mismo nivel de desigualdad, dos individuos con la misma renta pueden haber sido tratados de

forma diferente (véase Zoli, 2003).

Del Rio y Ruiz Castillo (2000) (DR-RC) ofrecen una alternativa que permite que la nocion de
invarianza se mantenga constante cuando la renta agregada varia y que, a su vez, se satisfaga
el principio de equidad horizontal. Para ello proponen fijar no sélo el pardmetro relativo a la

combinacion convexa (7 €[0,1]), sino también la distribucion de referencia (v) a partir de la
cual se definen las visiones absoluta y relativa. De acuerdo con su concepto de (v, 7)-

desigualdad, un indice intermedio debe satisfacer la condicion siguiente (Figura 3):°

1n
I(v,/z)[x] = I(V,iz)[x+ (v + (1_77)F)] )
. 1” . . . . -,
siempre que: el vector o= v+ (1-z)= domine en el sentido de Lorenz a la distribucion x
n
(i.e.  debe representar una nocion intermedia); y que ademas el indice se evalle dentro del
n

conjunto:  T'(a) ={ye D: 7y, +(1—7ry)1—:a, para algun 7z, [0, 1]} (donde D es el
n

conjunto de distribuciones de renta ordenadas y v, es el vector del simplex que mantiene las

® Hemos cambiado ligeramente su notacién original para hacerla més clara.



mismas proporciones de renta de y). Esta Gltima condicién exige que el indice se aplique

n
solamente a aquellas distribuciones que estan en el plano definido por o y —.
n

Linea de invarianza

Rayo relativo
/
7 .
/ " Rayo absoluto
H 4
i
A H
H / o
X2 /"..,..
x #
Linea de 45°

( 112, 1/2)

X1

v

Figura 3. Determinacion de la invarianza en DR-RC (n=2, 7=0.25)

Dado que la direccion de la linea de invarianza viene determinada por el vector «, dicha
linea no va a depender, a diferencia de B-P, de la distribucién concreta sobre la que se

aplique. Ademas, y a diferencia de S-P, al ser éste un enfoque que s6lo permite comparar
distribuciones de renta que pertenecen al conjunto I'(«), se garantiza el cumplimiento del
axioma de equidad horizontal (dado que el vector « se sitla ahora necesariamente en el

plano definido por los vectores x y 1').
n

En ocasiones la propuesta de DR-RC ha sido mal interpretada. Algunos autores han
considerado que el vector de referencia v debia coincidir necesariamente con el vector de

proporciones de renta asociado a cada distribucion x, y que ha sido denotado anteriormente



por v, (Zoli, 2003; Zheng, 2004). Esta interpretacion implicaria utilizar un concepto de
desigualdad distinto sobre cada distribucion de renta, lo que seria tanto como decir que en el
ambito de la desigualdad relativa se utilizase, por ejemplo, el indice de Theil 2 en una
distribucion y el indice de Theil 0 en otra a la hora de comparar sus niveles de desigualdad.
Ciertamente, cuando se comparan dos distribuciones de renta x e y (que podemos suponer
con una mayor media que la anterior) podriamos tomar como vector de referencia el vector

del simplex v=v,_, pero una vez elegida esa opcion ese mismo vector deberia ser utilizado
también para analizar la desigualdad de la distribucién y. Usando este marco, y una vez

escogido el parametro 7 que mejor reflejase nuestros juicios de valor, se podria determinar si

y tiene una mayor o menor desigualdad que la distribucion que se alcanzaria si el 7% del

diferencial de rentas entre x e y se hubiera repartido de acuerdo con las proporciones de
renta de x (0 lo que es equivalente, de v) y el restante (1-7)% se hubiese asignado en

cantidades iguales a todos los individuos de la economia.

Ahora bien, como hemos visto, la propuesta de DR-RC sélo se puede aplicar si las

distribuciones que queremos comparar se encuentran en el plano definido por los vectores o

n

y —, puesto que en otro caso, su criterio de invarianza no esta definido. Es por ello que, en
n

dicho trabajo se desarrolla un procedimiento empirico, que hace uso de la dominancia de
Lorenz, para poder comparar distribuciones que no se encuentran en el mismo plano. Este
procedimiento es utilizado por los mismos autores en un estudio posterior para analizar la

desigualdad en Espafia entre 1980 y 1990 (Del Rio y Ruiz-Castillo, 2001).

El enfoque de DR-RC ha sido recientemente generalizado por Del Rio y Alonso-Villar

(2007a) (DR-AV) para ampliar el conjunto de distribuciones sobre las que poder aplicar el



concepto de invarianza. Ello les permite proponer una familia de indices consistentes con
dicha nocion. Para ello definen la (8,7 )-invarianza ( 0<6<(n-1)""y z<(0,1)), que

supone fijar la “distancia” del vector « a la equidad total, dada por el parametro &, en lugar
de fijar el vector & (que recordemos esta determinado por el vector de referencia v y por 7)
que es lo que subyace en el enfoque de DR-RC. Esta familia de indices, que solo est& bien

definida dentro del conjunto de distribuciones para las cuales (&, 7 ) representa una nocién

intermedia, adopta la forma siguiente:’

2

I (X)_( 1 jz Z(Xi_y)z .
@1 g

Esta vision centrista verifica la equidad horizontal y, ademas, cumple el axioma de unit
consistency, ya que el ranking de distribuciones de renta correspondiente a estos indices no

depende de la unidad de medida.

2. Medidas intermedias: invarianzas no lineales

Hasta ahora hemos presentado enfoques intermedios que dan lugar a conjuntos de invarianza
lineales y, por tanto, en los que la percepcion de la desigualdad se mantiene constante a lo
largo de dicho conjunto. En lo que sigue se mostraran aquellos otros enfoques en los que la
percepcion va variando a lo largo de la curva de invarianza, “aproximandose” al rayo

absoluto a medida que la renta media aumenta.

" Cualquier transformacién monétona creciente (en un sentido estricto) de estos indices también seria valida. En

particular se podria utilizar la transformacion (1) = L para que los valores del indice estuvieran acotados
1+1

entreOy 1.
8 En la Figura 4 se muestran ejemplos de los conjuntos de invarianza, lineales y no lineales, de la distribucién
x =(20,80) que se corresponden con los distintos indices presentados en este trabajo.
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La primera propuesta centrista no lineal fue planteada por Kolm (1976), quien definio una
familia indices de desigualdad que depende de dos pardmetros, £ >0 y & >0, que no tienen
una clara interpretacion econémica (salvo que el primero ha de tomar valores similares a las
unidades de renta que se estén considerando):
1

1 s l-¢ s .
X+E—| = D (% +¢) si =1

n

I(g,g) (x) = =1

7+§—ﬁ(xi +§)% si e=1

Esta familia centrista no cubre realmente todo el espacio intermedio dado que las lineas de
invarianza (que adoptan ahora una forma parabdlica) se encuentran bastante proximas al rayo
absoluto, como demuestran Del Rio y Alonso-Villar (2007b) (Figura 4).° Ademés, como se
recoge en dicho trabajo, algunos de estos indices pueden violar el axioma de unit consistency,

lo que supone un grave problema a nivel empirico.

Krtscha (1994) también propuso una nocion intermedia que da lugar a parabolas, pero con
una interpretacion econémica mas clara. De acuerdo con su propuesta de fair compromise, la
desigualdad se mantiene inalterada al aumentar la renta de los individuos si el reparto se lleva
a cabo de la forma siguiente. EI primer euro se debe repartir de manera que 50 céntimos se
distribuyan de acuerdo con las proporciones iniciales de renta, y los otros 50 céntimos en
partes iguales entre los distintos individuos. El segundo euro habria que repartirlo de forma
analoga, partiendo ahora de la distribucion anterior (es decir, la inicial mas un euro), y asi
sucesivamente. Esta vision marginalista de la desigualdad da lugar al siguiente indice:

[ P—

nx

° El indice de Kolm que se muestra en la Figura 4 es el que da lugar a la curva de invarianza mas alejada del
rayo absoluto. Modificando los valores de los parametros, s6lo conseguiriamos acercarnos en mayor medida a
dicho rayo.

11



Este indice si satisface el axioma de unit consistency y es, ademas, descomponible lo que
puede resultar de utilidad en el analisis empirico. Ahora bien, hemos de ser conscientes de
que este indice se corresponde con una vision bastante exigente, lo que implica que sea dificil

que la desigualdad pueda disminuir al aumentar la renta (Del Rio y Alonso-Villar, 2007b).

600

500

400 -

300

200 -

100

0 100 200 300 400 500 600

Rayo Absoluto ~ ------- Rayo Relativo

Kolm (Xi=0;Epsilon=0,75) — - — - — Krtscha "fair compromise"
—=s—— Zheng (Alpha=2;Beta=1,5) —&—— Zheng (Alpha=2;Beta=0,5)
— — — — DR-AV (Pi=0,5;Delta=0,3) B-P (Mu=0,5)

Figura 4. Conjuntos de invarianza: lineales y no lineales en 2 dimensiones

Recientemente Zheng (2007) ha caracterizado la familia de medidas (relativas, absolutas e
intermedias) descomponibles que satisfacen la unit consistency. Esta familia, que es una
extension de las medidas de entropia generalizada, depende de dos pardmetros (o 'y feR),
si bien hasta el momento carece de una clara interpretacién econdémica. A continuacion se

presentan algunas de sus propuestas intermedias:

12



1 1 f _ si a 21,0 € (0,2) ypg =0
I — X_a_Xa
@) g (a -1) nx_ﬂ;[ ' ]{sia:Zy/}e(O,Z)

Es facil comprobar que esta familia generaliza al indice de Krtscha presentado anteriormente

(a=2y B =1). Ademas, como puede verse en la Figura 4, estas medidas ofrecen distintas

visiones centristas entre los rayos absoluto y relativo, dependiendo de los valores de los

parametros que se consideren.™

3. Comentarios finales

Las medidas intermedias de desigualdad suponen una herramienta Util cuando se pretenden
comparar distribuciones de renta en las que una de ellas presenta, simultdneamente, un mayor
nivel de desigualdad absoluta y un menor nivel de desigualdad relativa, de acuerdo con los

criterios de Lorenz absoluto y relativo, respectivamente.

Hemos mostrado que de los indices centristas existentes, solo el fair compromise de Krtscha
(1994), la familia de indices de Zheng (2007) (que incluye una generalizacién de la medida
anterior) y la familia de indices propuesta por Del Rio y Alonso-Villar (2007) satisfacen el
axioma de unit consistency. Una ventaja de las dos primeras medidas es que ademas son
descomponibles, lo que puede ser de gran utilidad en algunos estudios empiricos. Una
ventaja de la tercera propuesta es que ofrece una clara interpretacién econémica del
centrismo, al tiempo que enfatiza la importancia de considerar un marco de referencia comun

dentro del cual comparar las distintas distribuciones de renta.

1%'Lo mismo le ocurre a la familia de indices propuesta por DR-AV aunque, por simplicidad, en la Figura 4 sélo
se muestra uno de ellos.
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